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课程内容
▶ 教材：Modern Cosmology, Scott Dodelson and Fabian Schmidt

▶ 参考资料：Cosmology (online lecture notes), Daniel Baumann
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https://chzruan.github.io/pdf/BaumannCosmology.pdf


课程内容
▶ 均匀各向同性宇宙的几何、运动学、动力学与平衡态热力学（第 1-2章）

▶ 超越平衡态：以氢原子复合、暗物质遗迹与大爆炸核合成的原初氦丰度为例（第 3
章）

▶ 玻尔兹曼方程：宇宙成分（背景 +扰动）的演化（第 4章）

▶ 爱因斯坦方程：时空（背景 +扰动）的演化（第 5章）

▶ 暴胀机制，演化方程初始条件及其产生（第 6章）

▶ 物质（以冷暗物质为主）扰动的解（第 7章）

▶ 辐射（宇宙微波背景, CMB）各向异性的解（第 8章）

▶ 宇宙学观测：星系巡天、弱引力透镜与 CMB极化等（第 9-10章）

▶ 宇宙学数据分析：以 CMB与星系巡天为例（第 11章）
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课程内容
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课程内容
▶ 面向宇宙学专业的研究生
▶ 先修课：广义相对论，热力学与统计力学
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膨胀的均匀宇宙模型：FLRW度规

▶ 宇宙学原理 (cosmological principle)：宇宙在大尺度是均匀各向同性的

▶ 根据黎曼几何，描述这一时空的度规是
Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW)度规：（推导参见任何一本广
义相对论教材的宇宙学部分）

ds2 = −dt2 + a2(t)
�

dr2

1− kr2 + r2 (dθ 2 + sin2 θdφ2)

�
,

FLRW宇宙的对称性将度规的十个独立分量约化为一个时间的函数
——尺度因子 (scale factor) a(t)，与一个常数——空间曲率参数 k.
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FLRW宇宙的几何性质——常用物理量

▶ 径向坐标 r称为共动 (comoving)坐标

▶ 相应的物理距离 rphys = a(t) r，物理速度

vphys ≡ drphys
dt

= a(t)
dr
dt

+
da
dt

r= vpec +Hrphys ,

其中定义了本动速度 (peculiar velocity) vpec ≡ a(t) ṙ

▶ 真实的物理速度是本动速度与哈勃速度（哈勃流, Hubble flow）
Hrphys 之和，其中定义了哈勃参量为

H ≡ ȧ
a

( ˙=
d
dt
) .
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FLRW宇宙的几何性质——常用物理量

▶ 有时重新定义径向坐标 χ：dχ ≡ dr/
p
1− kr2,χ(r= 0) = 0,从而 FLRW

线元化为

ds2 = −dt2 + a2(t)
�
dχ2 + S2k(χ) (dθ

2 + sin2 θ dφ2)
�

,

其中

Sk(χ)≡


1p
k
sinh
�p

kχ
�

k< 0
χ k= 0
1p
k
sin
�p

kχ
�

k> 0
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FLRW宇宙的几何性质——常用物理量

▶ 定义共形时间 (conformal time) η：dη= dt/a(t)，FLRW线元化为

ds2 = a2(η)
n
− dη2 + �dχ2 + S2k(χ) (dθ

2 + sin2 θ dφ2)
�o

ds2 =时间的函数a(η)×静态度规
▶ 光子沿类光测地线运动：ds2 = 0。对于沿径向传播的光子

(dθ = dφ = 0)有 −dη2+dχ2 = 0,光子从 t= 0到 t时刻传播的共动距
离为

η=

∫ t
0

dt′
a(t′) .

（教材 (2.41)式）
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FLRW宇宙的几何性质——空间曲率
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FLRW宇宙的几何性质——空间曲率

▶ 通过对 r进行坐标变换可以将 k取 +1,0或 −1。

例：设 k = −3,定义 r̃ ≡p|k|r，以及 ã = (1/
p|k|)a,变换后的线

元为

ds2 = −dt2 + ã2(t)
�

dr̃2

1− r̃2 + r̃2 (dθ 2 + sin2 θdφ2)

�
,

但是不能通过坐标变换改变 k的符号。我们需要考虑三种空间超曲面：
k= −1,0,+1
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FLRW宇宙的几何性质——空间曲率

▶ k=+1时空的等时 (dt= 0)超曲面，是正的、常曲率的、均匀各向同
性空间，它的三维空间度规是

dℓ2 = a2(t⋆)
�

dr2

1− r2 + r2 (dθ 2 + sin2 θdφ2)

�
,

▶ 该空间是镶嵌在四维欧几里得空间中的三维超球面：定义新坐标
dχ2 = dr2/(1− r2),χ(r= 0) = 0,积分可得 r= sinχ ,上面的度规化为

dℓ2 = a2(t⋆) [dχ2 + sin2χ (dθ 2 + sin2 θdφ2)] ,

这是半径为 a(t⋆)的三维超球面度规

▶ k=+1的宇宙模型称为封闭的 (closed) FLRW宇宙⋯
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FLRW宇宙的几何性质——空间曲率

▶ k= −1时空的等时 (dt= 0)超曲面，是负的、常曲率的、均匀各向同
性空间，它的三维空间度规是

dℓ2 = a2(t⋆)
�

dr2

1+ r2
+ r2 (dθ 2 + sin2 θdφ2)

�
,

▶ 该空间是镶嵌在四维洛伦兹空间中的三维双曲面（推导略）
▶ k= −1的宇宙模型称为开放的 (open) FLRW宇宙⋯
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FLRW宇宙的几何性质——空间曲率

▶ k= 0时空的等时 (dt= 0)超曲面，是曲率为零的均匀各向同性空间，
它的三维空间度规是

dℓ2 = a2(t⋆) [dr2 + r2 (dθ 2 + sin2 θdφ2)] .

该空间是三维欧几里得空间

▶ 这种情况下 FLRW度规在直角坐标系的分量是

ds2 = −dt2 + a2(t) (dx2 + dy2 + dz2) ,

即为教材 (2.4)式。

▶ k= 0的宇宙模型称为平直的 (flat) FLRW宇宙⋯

▶ 教材正文假设了平直宇宙
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FLRW宇宙的运动学——测地线

▶ 四维时空中的自由粒子沿该时空的测地线运动，测地线方程（教材
(2.18)式）：

d2xµ

dλ2
= −Γ µ

αβ

dxα

dλ
dxβ

dλ
,

其中 Christoffel符号 Γ µ
αβ

= 1
2g
µν(gαν,β + gβν,α− gαβ ,ν) (教材 (2.19)式)。

▶ FLRW度规的非零分量: g00 = −1,gij = a2(t)γij,g00 = −1,gij = a−2(t)γij,
其中 γij 与 γij 互逆且各分量都与时间无关

▶ Christoffel符号的非零分量为：

Γ 0ij = aȧγij , Γ i0j =
ȧ
a
δij , Γ ijk =

1
2
γiℓ(γkℓ,j + γjℓ,k − γjk,ℓ) .
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复习：四维动量

▶ 粒子世界线 xµ = xµ(λ), λ: 仿射参量，对于有质量粒子，仿射参量可
以取世界线线长 s

▶ 粒子的四动量定义为 Pµ ≡ dxµ

dλ
▶ 粒子四动量在某个坐标系的 0分量是粒子在那个系中的能量:

P0 =
dx0

dλ
=

dt
dλ

= E .

▶ 三维（物理）动量大小：p2 ≡ gijPiPj

▶ gµνPµPν =m2 → E2 − p2 =m2
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FLRW宇宙的运动学——测地线

▶ 测地线方程（教材 (2.18)式）d2xµ
dλ2 = −Γ µ

αβ
dxα
dλ

dxβ
dλ 等号左侧用四动量表

示：
d2xµ

dλ2
=

dPµ

dλ
=
∂ Pµ

∂ xα
dxα

dλ
= Pα

∂ Pµ

∂ xα
,

FLRW宇宙的空间均匀性意味着
∂ Pµ

∂ xi
= 0,测地线方程化为

P0
dPµ

dt
= −Γ µ

αβ
PαPβ .
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FLRW宇宙的运动学——测地线

▶ 测地线方程的 0分量 (P0 = E)：

P0
dP0

dt
= E

dE
dt

= −Γ 0ij PiPj = aȧγijPiPj =
ȧ
a
gijPiPj︸ ︷︷ ︸
≡p2

=
ȧ
a
p2 .

▶ 对关系 E2 − p2 =m2 微分可得 EdE = pdp，带入上式得到

1
p
dp
dt

= − 1
a
da
dt
→ p∝ 1

a
,

自由粒子的三维物理动量随着宇宙膨胀衰减。这一结论对有质量和无
质量粒子都成立
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FLRW宇宙的运动学——测地线

▶ 无质量粒子 (m= 0)：E = p∝ 1
a
,在膨胀宇宙中传播的光子能量降低

（宇宙学红移）（教材 (2.29)式）

▶ 有质量粒子：定义粒子的（共动）本动速度 vi ≡ dxi
dt，以及（物理）本

动速度大小 v2 ≡ gijvivj，三维物理动量大小 p2 可写为

p2 = gijPiPj = gij
dxi

dλ
dxj

dλ
= gij

dxi

dt
dxj

dt︸ ︷︷ ︸
≡v2

�
dt
dλ

�2
︸ ︷︷ ︸

=E2

= v2E2 ,

由此可得 p=
mvp
1− v2 ∝

1
a
，这意味着自由的有质量粒子的本动速度 v

随宇宙膨胀而衰减趋于 0（收敛到哈勃流）。（第二章习题 4）
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FLRW宇宙的运动学——宇宙学红移

▶ 光子沿类光测地线 ds2 = 0传播，研究光的传播用共形时间特别方便：
dη= dt/a(t)。不失一般性，考虑沿径向传播的光 (dθ = dφ = 0)，类
光测地线为

a2(η)(−dη2 + dχ2) = 0 ⇒ ∆η= ±∆χ .

▶ 设共动距离 χ 的遥远星系在 η1 时刻在 ∆η时间段内发射光子（或者
说，发出周期为 ∆η的电磁波），在 η0 时刻被地球接收到。

▶ 光源与观测者所经历的共形时间间隔相等，但物理时间间隔不一样：

∆t1 = a(η1)∆η , ∆t0 = a(η0)∆η .
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FLRW宇宙的运动学——宇宙学红移
▶ 光源与观测者所经历的共形时间间隔相等，但物理时间间隔不一样：

∆t1 = a(η1)∆η , ∆t0 = a(η0)∆η .
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FLRW宇宙的运动学——宇宙学红移

▶ 光波长：光源：λ1 =∆t1（已经设 c= 1），地球：λ0 =∆t0，由此可得
λ0
λ1

=
a(η0)
a(η1)

▶ 定义红移 z≡ λ0 −λ1
λ1

=
a(t0)
a(t1)
− 1,即 1+ z=

a(t0)
a(t1)

，通常定义 a(t0)≡ 1，

从而有

1+ z=
1
a

.
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FLRW宇宙的运动学——宇宙学红移

▶ 推导宇宙学红移的另一种方式
▶ 量子力学中，光子的波长和动量的关系为 λ= h/p

▶ 由于 p∝ 1/a，因此 λ∝ a ,即 t1时刻发射出的 λ1光子在 t0被观测
到时的波长为

λ0 =
a(t0)
a(t1)

λ1 > λ1 ,波长变长，发生红移⋯

▶ z≡ λ0 −λ1
λ1

, 1+ z=
1
a
(a(t0)≡ 1).
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FLRW宇宙的运动学——哈勃定律

▶ 对于邻近的天体，可以对 a(t1)在 t= t0 处进行泰勒展开：

a(t1) = a(t0) + ȧ(t0) (t1 − t0) + · · ·
≈ a(t0) [1+H0(t1 − t0)]

其中哈勃常量 H0 ≡ ȧ(t0)/a(t0).

▶ 邻近天体的距离 d≈ c(t1− t0) = (t1− t0),于是可得红移 1+ z= 1/a与距
离的关系为

z= H0d（哈勃定律） .

▶ 对于遥远（高红移）天体，距离-红移不再是简单的比例关系。第一，
泰勒展开的高阶项不可忽略；第二，宇宙学尺度上的距离不再是简单
的欧几里得情形
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FLRW宇宙的运动学——宇宙学距离

▶ 度规距离 Sk/共动距离 χ

▶ 角直径距离 dA
▶ 光度距离 dL
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FLRW宇宙的运动学——共动距离 χ
▶ (dχ ≡ dr/

p
1− kr2,χ(r= 0) = 0)

▶ (FLRW度规：ds2 = −dt2 + a2(t)
�
dχ2 + S2k(χ) (dθ

2 + sin2 θdφ2)
�
)

▶ 红移为 z的遥远天体在 a= 1/(1+ z)时刻沿径向 (dθ = dφ = 0)向地
球发出光子，在 t= 0被地球接收到，光子轨迹 ds2 = 0，即
−dt2 + a2(t)dχ2 = 0,该天体的共动距离为

χ(a) =
∫ t0
t(z)

dt′
a(t′) =
∫ 1
a

da′
a′2H(a′) .

（教材 (2.42)式）

▶ 用红移表示的共动距离：χ(z) =
∫ z
0

dz′
H(z′) .
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FLRW宇宙的运动学——度规距离 Sk

▶ FLRW度规：ds2 = −dt2+a2(t)
�
dχ2+S2k(χ) (dθ

2+sin2 θdφ2)
�
,度规距

离定义为与立体角元 dΩ2 = dθ 2 + sin2 θdφ2 相乘的那个量：

Sk(χ) =


1p|k| sinh
�p

kχ
�

k< 0

χ k= 0
1p
k
sin
�p

kχ
�

k> 0
.

▶ 在平直宇宙中，度规距离等于共动距离 χ
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FLRW宇宙的运动学——角直径距离 dA

▶ 静态欧几里得空间中，横向物理尺度为 ℓ的标准尺所张成的视角为 θ，
相应的角直径距离 dA = ℓ/θ (θ � 1)

▶ 膨胀宇宙（FLRW时空）中：设可作为标准尺的天体在 t时刻（对应尺
度因子 a(t)、红移 z= 1/a− 1）发出的光在 t0 时刻被地球接收到。t时
刻，标准尺的横向物理尺度为 ℓ= a(t)Sk(χ)θ，角直径距离

dA =
ℓ

θ
= a(t)Sk(χ) = a×


1p
k
sinh
�p|k|χ� k< 0

χ k= 0
1p
k
sin
�p

kχ
�

k> 0
.
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FLRW宇宙的运动学——角直径距离 dA

▶ k= 0 : dA = aχ =
χ

1+ z
，教材 (2.45)式

▶ k< 0 : dA =
a

H0
p|Ωk|

sinh[
p
ΩkH0χ]，教材 (2.46)式

▶ k> 0 : dA =
a

H0
p|Ωk|

sin[
p−ΩkH0χ]

▶ 其中 Ωk ≡ −k/(a20H2
0),a0 = 1，见下文。
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FLRW宇宙的运动学——光度距离 dL
▶ 静态欧几里得空间，绝对光度 L、观测流量 F、距离 d之间的关系为

F = L/(4πd2)
▶ 膨胀宇宙（FLRW时空）中：设观测者位于原点，位于径向共动距离
χ 处的光源在 t时刻（对应红移 z）发出的光在 t0 时刻到达地球
- t0 时刻，以光源天体为中心、地球-光源距离为半径的球面的表面积为 4πS2k(χ)

- 发射与接收时的时间间隔 δtemit 和 δtreceive 的关系为 δtreceive = δtemit(1+ z)，即光
子的到达率比发射率降低了 1/(1+ z)倍

- 每个光子的到达地球时的能量比发射时降低了 1/(1+ z)倍

- 修正后的流量-绝对光度-距离的关系为 F =
L

4πS2k(χ) (1+ z)2
≡ L

4πd2L

▶ 其中定义了光度距离 dL ≡ Sk(χ) (1+ z) . 在平直宇宙中：dL = χ/a（教材 (2.50)

式）
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宇宙学距离
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FLRW宇宙的动力学——爱因斯坦场方程

▶ 爱因斯坦场方程（教材 (2.30)式）：Gµν = 8πGTµν

▶ 爱因斯坦张量 Gµν ≡ Rµν − 1
2
gµνR，是 Ricci张量、Ricci标量

R≡ gµνRµν 与度规张量的组合

▶ Ricci张量 Rµν = Γ αµν,α − Γ αµα,ν + Γ
α
βα
Γ βµν − Γ αβν Γ βµα .（(2.31)式）

▶ 度规张量 gµν⇒ Christoffel符号 Γ µ
αβ
⇒ Ricci张量 Rµν 和标量 R

▶（以下只考虑平直宇宙 k= 0）
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FLRW宇宙的动力学——爱因斯坦场方程
▶ 爱因斯坦场方程（教材 (2.30)式）：Gµν = 8πGTµν：10个二阶偏微分
方程组

▶ FLRW度规的均匀各向同性意味着⋯⋯1. 空间导数消失；2. 独立方程
的数目减少；3. 未知的函数只有尺度因子 a(t)

▶ 爱因斯坦场方程 +FLRW度规 =Friedmann方程：2个关于尺度因子
a(t)的二阶常微分方程

▶ 剧透：Friedmann方程为�
ȧ
a

�2
=

8πG
3
ρ − k

a2
0-0分量

ä
a
= −4πG

3
(ρ+ 3P) i-i分量
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FLRW宇宙的动力学——Christoffel符号及其导数
▶ 时空坐标 (t,x,y, z)，FLRW度规的非零分量及其导数为

gµν =
�−1

a2(t)δij

�
, gµν =
�−1

a−2(t)δij
�

,

gij,0 = 2aȧδij ,

其中 ȧ= da/dt.

▶ Christoffel符号 Γ µ
αβ

= 1
2g
µν(gαν,β + gβν,α − gαβ ,ν) (教材 (2.19)式)。

非零分量:

Γ 0ij = δijaȧ= δija
2H , Γ i0j =

ȧ
a
δij =

ȧ
a
δij ,

Γ 0ij,0 = δij a2
��

ȧ
a

�2
+

ä
a

�
, Γ i0j,0 = δij

�
ä
a
−
�
ȧ
a

�2�
.
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FLRW宇宙的动力学——Ricci张量和 Ricci标量

Ricci张量 Rµν = Γ αµν,α − Γ αµα,ν + Γ
α
βα
Γ βµν − Γ αβν Γ βµα .

非零分量：

R00 = −3 äa , Rij = δij(2ȧ2 + aä) .

Ricci标量：

R= gµνRµν = 6
�
ä
a
+

�
ȧ
a

�2�
.
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FLRW宇宙的动力学——能量-动量张量

▶ 均匀各向同性理想流体的能量-动量张量的分量为

Tµν =
�−ρ(t)

P (t)δij

�
,

其中 ρ,P 分别是理想流体的密度/压强。

▶ 能量-动量守恒可以表示为能动张量的四维散度为零（连续性方程）：
Tµν;µ = 0 ((2.52)式)，考虑它的 ν= 0分量可得：（(2.55)式）

ρ̇+ 3
ȧ
a
(ρ+P ) = 0 .
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FLRW宇宙的动力学——宇宙的组分

▶ 物质 (matter)：压强远小于能量密度, |P| � ρ,P≈ 0. 从下文的平衡态
热力学可以看到，这对应于能量密度由质能主导的、非相对论性的粒
子气体。设 (2.55)式中的 P= 0解得

ρm∝ a−3 ,

这意味着物质的能量密度随着体积的膨胀 V∝ a−3 而稀释.
- 暗物质. 宇宙的大部分物质是不可见的暗物质，通常假设它是一种新的（超越粒
子物理标准模型）粒子

- 重子. 搞宇宙学的把普通物质（原子核/电子）都叫重子⋯⋯
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FLRW宇宙的动力学——宇宙的组分
▶ 辐射 (radiation)：压强等于能量密度三分之一的组分，P=

1
3
ρ. 这是

能量密度由动能主导的、动量远大于质量的相对论性粒子气体。设
(2.55)式中 P= (1/3)ρ 解得

ρr∝ a−4 ,

辐射的能量密度除了随体积膨胀稀释以外，还包括红移 E∝ a−1.
- 光子. 光子质量为零，总是相对论性粒子

- 中微子. 早期宇宙：中微子动能远大于质能，像辐射；晚期：动能小于质能，像
物质

▶ 暗能量. 负压强流体：P= −ρ，带入连续性方程 (2.55)解得

ρ∝ a0 ,

暗能量的能量密度不随宇宙膨胀而稀释⋯⋯
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FLRW宇宙的动力学——宇宙的组分

▶ 大部分宇宙流体可以用状态方程参数 w≡ P/ρ 参数化，根据连续性方
程可得：

ρ∝ a−3(1+w) =


a−3 , matter
a−4 , radiation
a0 , vacuum

.
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FLRW宇宙的动力学——Friedmann方程

▶ 爱因斯坦场方程 Rµν − 1
2gµνR= Tµν 的 00分量：�
ȧ
a

�2
=H2 =

8πG
3
ρ − k

a2
,

（曲率项 −k/a2 的推导不做要求⋯⋯）
▶ 定义当今时刻的临界密度 ρcrit,0 ≡ 3H2

0/(8πG) ，上式化为

H2

H2
0
=

ρ

ρcrit,0
− k

H2
0a2

. 教材 (2.40)式

其中 ρ = ρm +ρr +ρΛ+ ...是宇宙中所有组分的能量密度之和。
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FLRW宇宙的动力学——Friedmann方程
▶ Friedmann方程

H2

H2
0
=

ρ

ρcrit,0
− k

H2
0a2

=
1

ρcrit,0
(ρm +ρr +ρΛ)− k

H2
0a2

=
1

ρcrit,0

h
ρm0

�a0
a

�3
+ρr0

�a0
a

�4
+ρΛ

i
− k

H2
0a2

H2(a) = H2
0

h
Ωm0

�a0
a

�3
+Ωr0

�a0
a

�4
+ΩΛ0 +Ωk0

�a0
a

�2i
▶ 其中定义了物质、辐射、宇宙学常数和曲率对应的密度参数

Ωm0 ≡ ρm0

ρcrit,0
Ωr0 ≡ ρr0

ρcrit,0
,

ΩΛ0 ≡ ρΛ
ρcrit,0

Ωk0 ≡ − k
H2

0a20
.
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FLRW宇宙的动力学——Friedmann方程

▶ 通常设当今的尺度因子 a0 = 1, Friedmann方程写为

H(a) = H0
p
Ωm0a−3 +Ωr0a−4 +Ωk0a−2 +ΩΛ0 .

▶ a= 1⇒ Ωm0 +Ωr0 +Ωk0 +ΩΛ0 = 1.
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FLRW宇宙的动力学——Friedmann方程

▶ 爱因斯坦场方程 Rµν − 1
2gµνR= Tµν 的 ii分量：

ä
a
= −4πG

3
(ρ+ 3P) .
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FLRW宇宙的动力学——Friedmann方程
▶ 辐射为主→物质为主→暗能量为主
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FLRW宇宙的动力学——Friedmann方程

▶ 单一组分的宇宙：ρI∝ a−3(1+wI), I =物质/辐射/暗能量，带入
Friedmann方程：�

ȧ
a

�2
= H2

0ΩI0a−3(1+wI) ⇒ a(t)∝
¨
t2/[3(1+wI)] wI 6= −1
eHt wI = −1

物质为主时期：w= 0,a∝ t2/3;辐射为主时期：w= 1/3,a∝ t1/2.
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FLRW宇宙的动力学——Friedmann方程

▶ 两种组分的宇宙：辐射为主→物质为主之间，物质-辐射密度相等时
刻为

aeq =
Ωr0

Ωm0
∼ 3× 10−4 ,

（质子-自由电子复合、CMB形成发生在 arec ∼ 9× 10−4，即 CMB形成
在物质/辐射两种组分为主的背景宇宙中）

▶ 解 Friedmann方程可得 a(η) = aeq
��
η

η⋆

�2
+ 2
�
η

η⋆

��
,其中

η⋆ ≡ ηeq/(p2− 1)
▶ 推导参见 Baumann讲义第一章最后一节，另外参见教材本章习题 11
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作业
▶ 计算 FLRW时空的三维等时超曲面 (dt= 0)的三维 Ricci标量

R(3)

▶ 既然物质使时空弯曲，那么为什么会有 k= 0的“平直”宇宙？

▶ 前面定义了两个本动速度 vpec ≡ a(t)
dr
dt
和

v2 = gijvivj = gij
dxi

dt
dxj

dt
——

- 证明这两个定义是一致的；或者：
- 证明其中一个定义更“正确”。

▶ 教材第二章习题 3、4、11、17
- 3：广义相对论如何回到牛顿力学，之后的牛顿规范会用到

- 4：膨胀宇宙中大质量自由粒子的行为，前面已推导过

- 11：物质-辐射两种组分的均匀宇宙解

- 17：膨胀宇宙的守恒量——熵密度
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